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Введение.

Целью настоящей работы является изучение основных понятий и результатов, полученных  в области пространств Харди, которая не изучалась в рамках университетского курса. В работе прослежена взаимосвязь между следующими понятиями : интеграл Пуассона, пространства 
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, раскрыта суть и структура этих объектов. Описание указанных понятий вводится именно в такой последовательности , так как определение каждого последующего объекта дается на основе понятий, расположенных левее в выше перечисленном ряду объектов.  

Работа состоит из двух глав, каждая из которых делится на параграфы. В первой главе изучены свойства пространств 
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В работе мы рассматриваем случай 
[image: image24.wmf]-

p

2

периодических функций. Используемые обозначения имеют следующий смысл:
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В §I.1.вводится понятие интеграла Пуассона: интегралом Пуассона суммируемой на [-(,(]  2(-периодической комплекснозначной функции 
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Здесь мы доказываем следующие свойства ядра Пуассона, которые мы неоднократно будем использовать в  ряде доказательств:
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Основной целью данного параграфа являются две теоремы о поведении интеграла Пуассона 
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Теорема 1.

Для произвольной (комплекснозначной) функции 
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Теорема 2 (Фату).

Пусть 
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В этом параграфе мы обращались к следующим понятиям:

Определение1. Функция 
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Определение2. Действительная функция двух действительных переменных 
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Определение3. Две гармонические функции 
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Определение4. Под нормой пространства 
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Определение5.  Под нормой пространства  
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Определение6. Пусть 
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Определение7. Последовательность 
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В §I.2 мы рассматриваем пространства 
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Основным результатом этого параграфа является теорема о том, что любую функцию 
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Использованные в данном параграфе понятия мы принимаем в следующих определениях:

Определение8.  Говорят, что действительная функция  
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Определение9. Действительная  функция  
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В третьем параграфе первой главы мы переходим к рассмотрению пространств 
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 В §I.4 мы вводим понятие произведения Бляшке функции 
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Здесь доказывается, что каждая функция  
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Затем мы рассматриваем понятие нетангенциальной максимальной функции . Пусть 
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Первые результаты о максимальных функциях были получены в 1930 году Харди и Литтлвудом.   
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Глава I.
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§I.1.Интеграл Пуассона.
Пусть ((x( , g(x) , x(R1 –суммируемые на (-(, (( , 2(- периодические, комплекснозначные функции. Через   f(g(x)  будем обозначать свертку
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          Функция двух переменных  Рr (t) ,   0 (((r((( ,  t ((((((((( ( , называется ядром Пуассона ,  а  интеграл (3)  -  интегралом Пуассона . 
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где
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Утверждение1.

Пусть  u (z) - гармоническая ( или аналитическая ) в круге   ( z ((((((((( ( ((( ( функция  и ( (x) = u (eix) , x(((((, ( ( . Тогда

                  u (z) = 
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Прежде чем перейти к изучению  поведения функции (r (x) при r(( , отметим некоторые свойства ядра Пуассона:
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Соотношения а) и в) сразу следуют из формулы (5), а для доказательства б) достаточно положить в (2) и (3)  ( (х( ( (.
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Теорема 1.
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Доказательство.

В силу (3) и свойства б) ядра Пуассона
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Для любой функции 
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Аналогично,  второе утверждение теоремы 1 вытекает из неравенства
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Теорема 1 доказана.

Дадим определения понятий "максимальная функция" и "оператор слабого типа", которые понадобятся нам в ходе доказательства следующей теоремы.

ОпределениеI.1.

Пусть функция 
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где  супремум берется по всем интервалам   I  , содержащим точку х.

Определение I.2.
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Теорема 2 (Фату).
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где  С - абсолютная константа , а  M ( f, x ) - максимальная функция для  f (x)*). Для этой цели  используем легко выводимую из (5) оценку
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Неравенство (13) доказано. Возьмем слабый тип (1,1) оператора  
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из последней оценки  получим 
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Теорема 2 доказана.

Замечание1.
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Определение I.3.
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Пусть комплекснозначная функция  
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тогда функция  F (z) , определенная равенством
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принадлежит пространству 
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[image: image303.wmf]Действительно,  аналитичность функции  F (z) следует из (16) и равенства (2). Кроме того,  в силу неравенства   
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С другой  стороны ,  по теореме 1  ( а  при  р=(  в силу теоремы 2)


[image: image306.wmf])

,

(

1

0

)

,

(

)

,

(

p

p

p

p

p

p

-

®

®

-

-

F

+

F

-

F

£

F

p

p

p

L

r

r

при

L

r

L

4

4

3

4

4

2

1

  .   Отсюда        
[image: image307.wmf]p

p

H

L

F

£

F

-

)

,

(

p

p

    ((()     

Учитывая  (()  и  ((() ,  получим  (18).

Ниже мы докажем,  что любую функцию  
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Теорема 3.

Пусть комплекснозначная функция  ( (t)  имеет ограниченную вариацию на       [ -(((]  и  
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Тогда   ( (t)  абсолютно непрерывна  на  [-(((].

Замечание2.

В (19) и ниже  рассматривается интеграл Лебега-Стилтьеса,  построенный по комплекснозначной функции ограниченной вариации ( (t) . Мы говорим, что 

( (t)= u (t)+ i v (t)  имеет ограниченную вариацию (абсолютно непрерывна), если обе действительные функции u (t)  и   v (t) имеют ограниченную вариацию (соответственно абсолютно непрерывны). При этом интеграл
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определен для каждой непрерывной на [-(((] функции f (t) , а также если 
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Доказательство теоремы 3.
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Для этой цели убедимся, что справедлива 

Лемма 1.

Пусть F - замкнутое, а   V - открытое множества , причем      
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Выведем из леммы 1 оценку (20), а затем докажем саму лемму 1.
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Очевидно, что 
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Но в силу (19) и равномерной сходимости ряда (21) (так как ряд Фурье бесконечно дифференцируемой функции сходится равномерно)
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и мы получаем равенство (20).
Перейдем к доказательству  леммы 1. Нам понадобится

ОпределениеI.4.

Средние Фейера - это средние вида
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Положим
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Так как h(t) - действительная функция, то 
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Определим искомую функцию g(t) :
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В силу  соотношений (25), (27) и (29)  для  
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Таким образом, функция g(t)  обладает всеми нужными свойствами (22). Лемма1 , а вместе с ней и теорема 3 доказаны.

Теорема 4.
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Доказательство:
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Следовательно, по теореме Хелли [2] найдутся функция ограниченной вариации 
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для любой функции 
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Равенство 1) ,  а вместе с ним  и теорема 4 доказаны.
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Из (34) вытекает, что 
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ОпределениеI.5.

Если функция  
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В дальнейшем нам понадобится

Утверждение2.
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Теорема 5.

Следующие условия эквивалентны 
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Доказательство:

Эквивалентность условий а) и б) непосредственно вытекает из (34),  а эквивалентность условий а) и в) - из  теорем 4 и 2.

Докажем, что из г) следует б). Для этого достаточно проверить, что в случае, когда функция и ее сопряженная суммируемы :
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Непосредственный подсчет по формуле (36) показывает, что 
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Покажем, что равенство (37) для фиксированного нами номера n вытекает из следующих свойств функций 
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     где  С - абсолютная константа.

Итак, предположим, что имеют место соотношения 1) - 3).
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Для произвольного 
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Тогда согласно 3)
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Учитывая, что 
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Докажем теперь, что для произвольной функции 
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Чтобы доказать 2), фиксируем произвольное 
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Из непрерывности функции 
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Кроме того,  в силу 1) и (43)
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Для доказательства оценки 3) заметим, что 
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Свойства 1)-3) доказаны. Тем самым установлено, что из условия г) в теореме 5 следует б). Для завершения доказательства теоремы 5 достаточно показать, что из в) вытекает г).
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Так как ядро Пуассона - действительная функция, мы можем утверждать,  что при 
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С другой стороны, из 2), 8) и (37) вытекает, что для любого 
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Согласно теореме 1
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Кроме того, в силу утверждения 2, из сходимости 
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Теорема 5 доказана.
Следствие 1.
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Доказательство.

Соотношения а) и б) сразу следуют из эквивалентности условий а) и г) в теореме 5.

Чтобы получить в), положим 
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Согласно теореме 5 
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Из (48) непосредственно вытекает равенство (47).
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§I.4.Произведение Бляшке,

нетангенциальная максимальная функция.
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Рассмотрим произведение(произведение Бляшке)
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ОпределениеI.6.
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называется произведением Бляшке функции 
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Теорема 6 доказана.

ОпределениеI.7.
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Нам понадобится 

утверждение 3.
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Так как обе функции 
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Доказательство.
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Теорема 7 доказана.

Глава II. Атомические разложения функции

в пространстве 
[image: image790.wmf]1

H

Re

, пространство ВМО.

§II.1.Пространство 
[image: image791.wmf]1

H

Re

, критерий принадлежности функции из 
[image: image792.wmf]1

L

 

пространству 
[image: image793.wmf]1

H

Re

.

Рассмотрим 
[image: image794.wmf]p

H

Re

 (
[image: image795.wmf]¥

£

£

p

1

) - пространство функций 
[image: image796.wmf])

(

x

f

, являющихся граничными значениями действительных частей функций из пространства 
[image: image797.wmf]p

H

:


[image: image798.wmf])

(

Re

lim

)

(

1

ix

r

re

F

x

f

®

=

  для п.в. 
[image: image799.wmf]]

,

[

p

p

-

Î

x

,   
[image: image800.wmf]p

H

F

Î

.               (65)

Ранее мы доказали, что


[image: image801.wmf]{

}

)

,

(

~

:

)

,

(

Re

p

p

p

p

-

Î

-

Î

=

p

p

p

L

f

L

f

H

,   
[image: image802.wmf]¥

£

£

p

1

,               (66)

и что 
[image: image803.wmf]p

H

Re

- банахово пространство с нормой 


[image: image804.wmf])

,

(

)

,

(

Re

~

p

p

p

p

-

-

+

=

p

p

p

L

L

f

f

f

H

;                                (67)

при этом, если в (65) 
[image: image805.wmf]0

)

0

(

Im

=

F

, то


[image: image806.wmf]p

p

p

H

H

z

F

x

f

z

F

)

(

2

)

(

)

(

Re

£

£

H

    (
[image: image807.wmf]¥

£

£

p

1

) .                (68)
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Определение II.9.
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где inf берется по всем разложениям вида (70) функции 
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Доказательство.
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Для любого измеримого множества 
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откуда сразу вытекает (74), в случае, когда  
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Оценка (74), а потому и оценка (72) доказаны.

Необходимость.

Построим для данной функции 
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Оценим сумму модулей коэффициентов указанного разложения. Учитывая равенство (77), имеем 
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Неравенство (76), а потому и теорема 8 доказаны.
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Нетрудно убедится, что ВМО является банаховым пространством с нормой 
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Полученное равенство завершает доказательство теоремы 9.
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*) Мы считаем , что f (x) = 0  ,    если   (x( ( ( .





*) Так как функция � EMBED Equation.3  ��� определялась для функций � EMBED Equation.3  ���, заданных на � EMBED Equation.3  ���, то мы дополнительно полагаем � EMBED Equation.3  ���, если � EMBED Equation.3  ���; � EMBED Equation.3  ���при � EMBED Equation.3  ��� и � EMBED Equation.3  ��� при � EMBED Equation.3  ���.





*) В силу условий а) и в) в определении 9 � EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���, поэтому ряд (70) сходится по норме пространства � EMBED Equation.3  ��� и п.в.





*) Возможен случай,  когда � EMBED Equation.3  ��� при  � EMBED Equation.3  ���.
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